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1. In questo seminario intendo presentare alcuni risultati ottenuti recentemente in 

collaborazione con C. Gutierrez e R. Wheeden ([FGW]) sulla disuguaglianza di Sobolev- 
Poincaré con pesi. Più esattamente, ci si interessa al seguente problema (per altro larga- 

mente studiato: vi vedano, ad es., [FL1], [F], [FKS], [CW], [SW], [CRS], [DS],...): assegnate 
in R” n+2 funzioni nonnegative e localmente sommabili w,wo,w1,...Wwn, si vuole provare 
una disuguaglianza del tipo 

1/q n 1/p 

(1.a) (f |u|? wo ds) <CA Di (f Wj uPwde) 
A 1 VA 

per tutte le u € Lipo(A) a media nulla su A, dove p > 1,9 = q(p) > pe A appartiene a una 

opportuna famiglia di sottoinsiemi. Per inquadrare i risultati ottenuti, ricordo brevemente 

alcuni risultati precedenti. Se w = wo = wi = --- = wn = 1, la (1.a) è la classica 

disuguaglianza di Sobolev-Poincaré soddisfatta per A= B(r,r), g= pn/(n— p)sep<n. 
Nel caso degenere, abbiamo due tipi di risultati: 

(i) sew1=---=wn=1,la(l.a)è stata provata per le sfere euclidee e q opportuno 

in [FKS] se w = w appartiene alla classe A, di Muckenhoupt, e, in generale se 

wo # w in una serie di lavori([CW], [SW], [W]). Probabilmente, i risultati ottimali 
sono quelli contenuti in [SW] e [W]. Ricordiamo anche che, per n = 1 e w = wo, 
la (1.a) è stata completamente caratterizzata in [T]; 

(ii) se w1,...Wwn non sono necessariamente uguali, sotto opportune ipotesi è possibile 

associare ad esse una distanza p ([FL1], [NSW]) e provare la (1.a) per le sfere 
B,(r,r) di questa metrica: si vedano, ad esempio, [FL1], [FS], [F], [J]. L’idea 
fondamentale di [FS] è l'osservazione che le degenerazioni di tipo (i) e (ii) sono 
sostanzialmente indipendenti, essendo l’una una degenerazione della misura, men- 

tre l’altra è una degenerazione della metrica. Quindi è naturale pensare di sovrap- 

porre i due fenomeni, se w = wo € w1,...,éwn soddisfano le condizioni di [FL1] 0, 

più in generalese la coppia (w,w) soddisfa condizioni del tipo di quelle di [CW]: si 
vedano [FS] e [S]. 

Il lavoro [FGW] nasce dallo studio di un precedente lavoro di David e Semmes [DS] 
dove gli autori introducono il concetto di pesi fortemente Ax provando una disuguaglianza 

isoperimetrica e una disuguaglianza di Poincaré. Darò più avanti, nel nostro contesto, una 

definizione di pesi fortemente Ax (s-Aco)j vorrei però qui illustrare le motivazioni del 

nostro interesse. Ricordiamo che in [DS] siamo in una situazione del tipo (i). 

(1) È noto chew € Ac; see solo sew E A, per qualche r > 1. D'altra parte, sew E A,, 
è possibile provare la (1.a) solo per p > r, mentre, scelta ad esempio w(r) = |r|®, 

a > 0 (che appartiene ad A, solo per r grande se a è grande), la (1.a) vale per 
ogni p > 1. Questo significa che |r|® ha qualcosa in più rispetto ai pesi A, questo 
qualcosa può essere visto in termini di mappe quasi-conformi (come in [FKS]), o 
in termini più metrici, provando che è un peso s-Axo. In qualche modo (ma tutto 

ciò è molto vago e impreciso), i pesi A, possono avere zeri distribuiti su insiemi 

di codimensione grande, ma non troppo forti come ordine di annullamento. Al 

contrario, un peso s-Aco ha zeri forti ma molto concentrati (ad esempio tali pesi 

non possono degenerare su curve). Questa osservazione, insieme al fatto che per 



tali pesi vale una disuguaglianza isoperimetrica, li indica come candidati ad essere 

la misura ambiente, che gioca il ruolo della misura di Lebesgue. 
(2) La tecnica di dimostrazione di [DS] è del tutto diversa da quella dei risultati prece- 

denti. In sostanza, si tratta di applicare il teorema di Stokes a opportune funzioni 

costruite in modo metrico. Poichè non viene utilizzata nessuna integrazione lungo 

linee, è ragionevole aspettarsi che possa essere adattata ad operatori anisotropi 

del tipo di quelli in [FL1], [FS], [F], sotto ipotesi più deboli. 

2. Entriamo ora nei dettagli dei risultati. Limitiamoci al caso n = 2. 
(I) Pesi s-Ax per una metrica. In R? consideriamo due campi di vettori 0, A2(7)Q2, 

dove \2 è una funzione nonnegativa, localmente Lipschitziana e che soddisfa la seguente 

proprietà: per ogni intervallo I C R, per ogni r2 € Risi ha: 

(2.a) sup À2(c1, 72) < cf \2(t, 12) dt. 
m1EI I 

Questa proprietà è stata studiata in [F] ed equivale ad una proprietà isoperimetrica delle 

sfere B,(r,r) associate ai campi vettoriali 01, A2(t)0, come in [FL] (si veda anche [FG]). 
Nel seguito ometteremo l’indice p in quanto riterremo fissata la metrica. 

Sia ora w un peso Aoo per la metrica p; assumiamo cioè (è una delle definizioni possibili) 

che esista p > 1 tale che w € A,(R°, p, dr), cioè che 

pl 

(2.b) sup f w dz (f co 71/91) t) < cp(w) 
ì cr JB(z,7) B(z,r) 

(una teoria dei pesi Ap(R?,p, dr) ha senso per [C] poichè (R?, p, dr) è uno spazio di tipo 

omogeneo a causa di (2.a): v. [F]). 
Se x,y € R?, poniamo 

1/2 
(2.c) 6(c,y) = inf (f wz d) ; 

B 

dove l’estremo inferiore è preso rispetto a tutte le sfere B della metrica p tali che x,y € B 

e r(B) < 2p(x,y). A questo punto , se y è una curva continua in R? parametrizzata su 

[0, 1], definiamo 

(2.d) w — lunghezza di y = lim inf )_ 6(A(t+1) At), 
lo|-0 SG 

dove o = {t1,...,tn} è una partizione finita di [0,1]. Possiamo ora definire una nuova 
distanza d(x,y) come l’estremo inferiore delle w-lunghezze delle curve che congiungono x 

e y. 
Se d(x,y) — 6(x,y), diremo che w E s-Aco. 

Osservazione 1 (non banale). Le costanti appartengono a s-Ax. La prova è piuttosto 

laboriosa e utilizza il fatto, provato in [FL2], che per quasi ogni x,y le geodetiche tra x e 

y (per p) sono curve C! che soddiafano un sistema hamiltoniano. 
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Osservazione 2. Se A = 1, esempi di pesi s-Ax sono contenuti in [DS] e [S]. È inoltre 
evidente che, per definizione, un peso s-Ax non può degenerare su una curva Y. 

Osservazione 3. Se P è un punto fissato di R2, allora w(r) = p(P, 7) (a > 0) è un peso 
s-Aco. 

Premettiamo ora alcune definizioni e alcuni richiami. Poniamo (x = (21, 22)): 

(2.1) Asfe,M)=1, Axl2,9) = fa ba gle 
o 
t 

(2.2) Fi(x,t)=t, F.(7,t)= J A2(t1 + 8,72) ds. 

Sappiamo ([F]) che esiste a > 0 tale che: 

(2.3) F,(x,0t) > 0“F;(2,t) pert > 0,09 € (0,1); 

(2.4) F3(x,0t) < c0F:(x,t) pert > 0,0 € (0,1); 

se P,Q € R?, p(P, Q) < ct, allora 

(2.5) F,(P,t) © F(0Q;1); 

esiste b > 0 tale che: 

(2.6) Q(c,r/b) C B(x,r) C Q(,br) 

dove Q(2,t) = [r1 — t,1 +4] x [ra — F2(2,t),c2 + F2(2,1)]. 

Siano ora x,y € R? tali che y» = x2 + Fa(c,|yi — c1|). Senza ledere la generalità 
possiamo supporre x = 0. Poniamo ora: 

n =10,(1,0)]) 17 =((0,v2),y) 
1 = [1104] 12 =(0,(0,02)] 

La = Up. 

Inoltre se $ > 0 e t* = sup{t > y1; —F((s;0), 65) < ya — F2(y,3(s — y1))Vs € [y1,t]}, 
poniamo 

oi = {(t,-F2((t,0), 6), 0<#<t} 07 ={(t,y2 — Fa(y.(t-w)/9), vi St<t*} 
Definendo 07,07 in modo analogo, otteniamo: 
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Con calcoli laboriosi ma standard, si può provare che esistono delle costanti assolute (in- 

dipendenti cioè da x,y, 6) tali che 

(2.7) i se P € LT, allora p(P,07) < ci 6p(P,0*); 

(2.8) se Pe L*, allora p(P,0t) < c2 6p(P, 07); 

(2.9) se P € D, allora p(P,0*) » min{p(P, 2), p(P,y)}. 

Se P € D, poniamo ora 

(2.10) ds(P)= d(P,o%). 

Se per semplicità assumiamo che w sia continua, allora d+ è Lipschitziana (e quindi deriva- 
abile q. o.). Inltre, se PE LT e Pé 0+, risulta 

i La 
FA) il 

per un @ > 0 opportuno; analogamente, se P € Lt e P fé 07, allora 

e quindi è possibile scegliere $ in modo che (c1 + c4)59 < 3. Sia ora $ una funzione C° 

reale tale che $(t) = 1 per t > 2,$=1pert <1,0<@<1;se P € dD, poniamo 

10024 (40) 
e quindi 

f(P)=0in L* seP#%,y, 

f(P)=linLseP#r,y. 

Consideriamo ora la regione D. così definita: 

Se g € C! si ha allora 

lim df = — g(2); tm f, 94 Iv) — g(2); 
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d’altra parte, per il teorema di Stokes, 

Jesi 9l=|E ne 
È eZ |X1gX2f — XagXif|xE_ * ) 

2 + |X2gX1 fl 
A È ) 

dove X1 = 01, X2 = A20:. D'altra parte 

d\ Xdi ERE A 
von s|e (7 Ski +| tara at| 

< 1 {[X;d41+ |XKjd_|}. 

|Xjd+(2)| < lim sup ; d(exp(tX;)z, 2) 
"tot 

1 
< c limsup — 6(exp(tX;)z, 2) 

t-0+ t 

1/2 

< c lim sup} da i (wA2)(É) &) (poichè p(exp(tX;)z, 2) < 4) 
t-0+ 

1/2 1/2 

< c lim sup (EE) (f (wA2)(€) &) 
t-0+ B(z,t) 

= cg \g(2)w!/2(2). 

D'altra parte, combinando (2.9) e (2.10) e utilizzando il fatto chewAz E Ax, si può provare 
che 

1/2 1/2 

ala) via {APE (01) e) ; (fr uit «) i 

e quindi, sostituendo sopra, 

late) = ot] < è J [Vaglo!/!2(2). 
=1/2 

SA 
(2.12) {fre 00) ia (fr (01) e) dz. 
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Se ora / € (0,1) è fissato, per ogni z è possibile determinare un sottoinsieme Qf(x, R) C 
Q(x, R) tale che la (2.12) sia ancora valida se y € Qf(x, R) (con una costante c = c(8)) e 
inoltre, se E C Q(r, R), |E| > 6|Q(x, R)], risulta |EN Qf(=, R)} > £|Q(2, A): 

Possiamo ora procedere con una tecnica già utilizzata precedentemente, Se g € C! è 

tale che |{y € Q(£, R); u(y) = 0}| > #|Q(7, R)|, integrando la (2.12) rispetto a y € {y € 
Q(z, R); u(y) = 0}, si ottiene la formula di rappresentazione 

-1/2 

lg(@)] < (A) J [Vaglo!/2(2) J lle & 
B(z,cR) B(z,p(z,2)) 

-1/2 

(2.13) + Ni |Vaglw!/2(2) (/ (010) dz 
B(z,cR) B(z,cR) 

3. La formula (2.13) è ora utilizzabile per provare una disuguaglianza di Sobolev per 

funzioni che si annullano su una parte significativa di una sfera e quindi ([KS], [FS], [F]) 
una disuguaglianza di Poincaré per funzioni arbitrarie. Poichè il secondo termine in (2.13) 
è LP-regolarizzante, basterà limitarsi a considerare il primo termine. Come già accennato, 
è naturale pensare alla misura w!/?(r)dr come alla misura ambiente rispetto alla quale 

verranno formulate le ipotesi sui pesi; in altri termini vogliamo ora formulare — in termini 

della misura w!/2(r)dr — delle ipotesi su una coppia di pesi (u,v) in modo cheu = wo e 
v=w verifichino (1.a). 

Poichè (considerando solo il termine singolare in (2.13) e ponendo. 

1/2 

BE,.R=B, PEdd=, Ke2=(/, (01) de) 
(2,p(£,2)) 

si ha: 

(£. SM) de) 

<5(8) f_[f., IWaa@)IA (e at? de] EMO 100), 
il risultato cercato seguirà utilizzando i risultati di continuit à per operatori integrali sin- 

golari in spazi di tipo omogeneo di Sawyer e Wheeden [SW] per il nucleo k, i pesi v(r) e 

u(r)w!/2(x)/u(Bo) e la misura ambiente w1/2(r)dr. Così se 

(3.1) u(r)dr è una misura doubling; 
(3.2) vw7!/2 € A;(R?,p,w1/2(x)dr); 

(3.3) per ogni B, = B(y,r) € cBo, risulta 

(Seco (E. 
allora la disuguaglianza di Sobolev-Poincaré è provata 
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